APROXIMACIÓN AL AZAR A PARTIR DE CONTEXTOS

SINOPSIS

Tras ponderar brevemente la conveniencia de utilizar contextos en la clase de matemáticas, se esbozan algunos ejemplos relacionados con el tratamiento del azar y divididos en dos categorías. Una, contextos en la fase aprendizaje (desde la intuición, observación y experimentación) y dos, contextos reales que inducen a análisis rigurosos desde un enfoque probabilístico. Así, en este apartado aparecerán temas de distinta índole: apuestas más rentables, deportistas acusados de dopaje, racismo, tabaco y cáncer, la ley de Murphy, matemáticos que se equivocan y algunas historias más.

El carácter propedéutico -supuestamente inevitable- de la asignatura de matemáticas en la Secundaria Obligatoria y, sobre todo, en Bachillerato, favorece un ámbito hostil a la creatividad en el que se abrevia, cuando no se suprime, la fase de construcción tanto de estrategias y procedimientos como de abstracciones simbólicas. Se le niega así al alumno, ciudadano que quizá agota en estos años de instituto sus últimas oportunidades para “hacer” matemáticas, la parte más creativa y crítica del conocimiento matemático.


Referencias objetivas, quizá no válidas, para analizar el estado actual de la metodología aplicada en clase de matemáticas pueden ser los libros de texto. Ciertamente en los últimos años han mejorado mucho, no sólo en la forma -el diseño-, sino también en el fondo -secuenciación, resolución de problemas, contextualización de los contenidos, etc.- Sin embargo este avance a algunos nos parece a veces insuficiente, incompleto.


El esquema suele repetirse: 1. Resuelve a tu aire. 2. Desarrollo lineal del tema, con ejemplos y ejercicios. 3. Ejercicios finales. Problemas de aplicación (más o menos directa). 4. Problemas para pensar. Curiosidades. Personajes matemáticos. [Normalmente, no relacionados con el tema]. (Algunas largas mentes reflexionan, llegado a este punto, “si estos son los problemas para pensar, ¿qué se ha estado haciendo en los apartados 1-3?”)


No se trata aquí de negar las ventajas que esta metodología comporta. Los contenidos pueden secuenciarse de manera objetiva, exhaustiva y ordenada, con grado de dificultad progresivo, evaluando cada fase del aprendizaje, afrontando conceptos desconocidos de forma helicoidal (insistiendo sobre lo aprendido para profundizar y ampliar a temas nuevos, a problemas más amplios).


Lamentablemente, la eficacia del sistema pasa por facilitar al alumno fórmulas, estrategias, algoritmos que él no pide en tanto que no tiene necesidad de ellos. Planteando situaciones ideales y simples, mostrando, e, implícitamente, imponiendo las refinadas herramientas por otros inventadas, se le priva de algo que, más que una mera fase en el aprendizaje, debería ser un fin en sí mismo: el proceso de búsqueda, la propia creación de métodos, su revisión, su defensa en público, su posible mejora, etc.


Una manera de comprometer al alumno en la labor de hacer matemáticas, de provocarlo para que se implique en la construcción de soluciones es a través de historias, situaciones, contextos que le resulten familiares o simplemente interesantes. Escenario con problemas más que problema en escenario; entornos cotidianos, ambientes atractivos, realidades cercanas o ficciones sugerentes que, de alguna manera, susciten curiosidad en el alumno.


 Martín van Reeuwijk, coordinador del proyecto Mathematics in Context, da algunas razones por las que considera importante el uso de contextos en clase
: motivan a los alumnos, justifican por qué es provechoso aprender matemáticas, refinan el sentido común, establecen un puente mediador entre lo concreto y lo abstracto, brindan a los alumnos la oportunidad de adquirir conocimientos acerca de la historia (de las matemáticas y de otras disciplinas). Cabe añadir que este sistema de trabajo fomenta la cooperación favoreciendo el aprendizaje colectivo y, de alguna manera, democratiza un poco la clase de matemáticas valorando las diferentes formas de resolver un problema y modificando el rol del profesor que pasa ahora de ser un transmisor de conocimientos a moderador, dinamizador, intérprete y crítico de la situación.

El caso siguiente contiene todos los requisitos que Reeuwijk recomienda y algunos más
. Pocas veces puede verse en todas las portadas de los periódicos un asunto tan relacionado con los números, una trama rigurosamente matemática.


A modo de ejemplo

1. LA HISTORIA. Dejemos que sea un implicado el que la cuente
:

“El pasado miércoles 12 de noviembre se celebró el sorteo para determinar quiénes de entre los 165.342 jóvenes llamados a realizar el servicio militar en el año 1998 resultaban excedentes de cupo. En total 16.442 mozos serían los afortunados que conseguirían dar esquinazo a los preceptivos nueve meses de disciplina castrense. (...) Días antes de la celebración del sorteo, cada uno de los llamados a filas recibimos un número entre el 1 y el 165.342. Dicho número nos fue asignado de forma equiprobable mediante un programa informático. En el sorteo se eligió un número entre el 1 y el 165.342 mediante la extracción de seis bolas de seis bombos, la primera correspondiente a las centenas de millar y la última a las unidades. El primero de los bombos, el de las centenas de millar, contenía diez bolas, cinco con el número 0 y cinco con el número 1. El resto de los bombos contenían diez bolas numeradas del 0 al 9. Resultarían excedentes de cupo todos aquellos mozos cuyo número coincidiese con el número extraído o bien con cualquiera de los 16.441 restantes siguientes, de forma que si se rebasaba el 165.342 se empezaba a contar de nuevo por el 1. [...] Si una determinada extracción daba lugar a una cifra que no permitiera que el número resultante estuviese comprendido entre el 1 y el 165.342, se repetía la extracción hasta dar con una cifra permisible”.

2. EL ANÁLISIS. Es claro que no conviene atacar el problema directamente. Interesa afrontarlo desde adaptaciones sencillas como una rifa de 12 números siguiendo el modelo de la historia, para captar que el sorteo se hizo mal, establecer qué números estaban beneficiados a priori, imaginar cómo debió hacerse y, en niveles superiores, atreverse con el problema riguroso de determinar las probabilidades de cada número.

3. LA SALSA. Este caso invita a trascender los límites de lo puramente matemático y, cotejando manifestaciones “defensivas” del tipo “Yo no domino los argumentos probabilísticos porque soy de Letras” (subsecretario de Defensa dixit) internarse en el campo de lo político social. Preguntarse también, ¿qué método es más “fiable”, la asignación del número inicial por ordenador o el sorteo con las bolas en los bombos?, ¿cómo se desarrolló el sorteo? (qué bolas fueron saliendo), ¿quién lo denunció?, ¿qué tipo de análisis pudieron leerse en la prensa?, ¿desde cuándo no es en España obligatorio el servicio militar?, etc.

4. LA MORALEJA. El asunto es lo suficientemente relevante para que los propios alumnos acepten sin necesidad de sermones la importancia que a veces tienen las matemáticas en la vida real. Aunque esta historia también nos lleve a la consideración de que, tristemente, a veces, los argumentos rigurosos no sirvan para nada (El sorteo, a pesar de toda la tinta vertida, no se repitió).

No todos los contextos son válidos. Deben reunir los contenidos que nos proponemos introducir; al mismo tiempo, ser lo suficientemente asequibles como para ser analizados desde las aulas de un instituto y, además, estimular emotiva e intelectualmente al alumnado.

Una investigación en esta línea puede ser la siguiente.

Juegos de azar en España 

Estudio comparativo de los cuatro juegos de azar más practicados hoy en España: Lotería Primitiva (LP), Quiniela (Q), ONCE, Lotería Nacional (LN) (pueden incluirse las máquinas tragaperras, también la ruleta). ¿Cuál es más “rentable”?

Los parámetros necesarios son los siguientes [Para no complicar el estudio, nos centraremos sólo en los premios gordos]:

a) Dinero de la apuesta.

b) Premio esperado. Esta cantidad es constante en todos los casos salvo en la Lotería Primitiva y la Quiniela. Para establecerlo en estos juegos se realizará un pequeño estudio estadístico de los últimos resultados.
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c) Número total de posibilidades. Obvio en LN (5 cifras, 100.000 posibilidades) y en la ONCE (5 cifras + 3 del número de serie, 108 posibilidades). En los casos restantes, se trata de simplificar el juego (quiniela con 4 partidos, etc.) para que el alumno llegue a las fórmulas de variaciones con repetición y combinaciones.

Comparando el número de resultados posibles con el premio esperado, calcularemos un número que llamaremos coeficiente de desequilibrio (CD). Así, CD será 1 si el juego es justo (apostar 1 euro a par en lanzamiento de un dado, cobrando dos euros si ganamos), mayor que 1 si es desfavorable para el jugador (la mayoría) y menor que 1 si es favorable para el jugador
 (apostar 1 euro al cinco en lanzamiento de un dado, cobrando 8 euros si ganamos).

Se presentan a continuación otros contextos desde los cuales podemos hacernos preguntas, incluso, a veces, responderlas, acerca del azar. En una primera fase del aprendizaje (INTRODUCCIÓN A LA PROBABILIDAD), la de intuición, exploración, observación, experimentación, las historias pueden ser reales o no. Caben en esta etapa fábulas y ficciones. En el período de aplicación (APLICACIÓN DE LA PROBABILIDAD), intentaremos que los contextos se muevan en el plano de la realidad inmediata.


Con el pretexto de este artículo, a modo de soporte o ampliación informáticos, se han instalado en la red dos páginas: 

http://es.geocities.com/azarcontextual/ [ p1 ]

http://es.geocities.com/azarenvisual/ [ p2 ]

En adelante, nos referiremos a ellas así [p1/A/<letra página>/<nombre del archivo>].

INTRODUCCIÓN A LA PROBABILIDAD

LO COTIDIANO Y LO FICTICIO

A menudo los profesores de matemáticas damos un valor excesivo al número con respecto a la palabra, convencidos de que lo que no está cuantificado no goza de valor matemático, no entraña crédito científico. Duda el enseñante del rigor del término “dudoso”, la expresión “vaga” le parece demasiado vaga y considera inadmisible el término “admisible” en la solución a un problema. Quizá estemos un poco “enfermos de números”, acaso sutilmente “infectados de fórmulas”. Pero no hemos de olvidar que la gente de la calle se comunica con palabras más frecuentemente que con porcentajes. Parece conveniente por tanto (y necesario si es la primera vez que se aborda la probabilidad) empezar a acercarnos al delicado asunto del azar jugando un poco con las palabras.

A) IMAGINANDO

ACTIVIDAD A1: Cualificando la probabilidad desde lo cotidiano. 


Al lado de cada suceso (acontecimiento, evento, caso, incidente, situación,... ¿Cómo llamarlo? Que lo decidan los alumnos, mejor no imponer ninguna nomenclatura específica) colocar dos palabras de una lista con palabras relacionadas con el mundo de la probabilidad: imposible / improbable / cierto / imaginable / seguro / aleatorio / casi seguro / difícil / posible / probable/, etc.

La lista de los sucesos debe contemplar, al menos, las posibilidades: seguro, imposible, con probabilidad fácilmente calculable o incalculable o difícilmente calculable. Dejaríamos dos columnas en blanco para los adjetivos y una tercera para las actividades A2 y A3.


CUALIFICACIÓN DE LA PROBABILIDAD 1 / 2 / 3

	
	Que al salir a la carretera el primer coche que veas 
	
	
	

	1
	· sea rojo
	
	
	

	2
	· tenga matrícula nueva
	
	
	

	3
	· tenga al menos dos cifras iguales
	
	
	

	...
	Etc. [p1/A/W/Cualificación del azar]
	
	
	

	22
	Que al lanzar una moneda de un euro en un tablero de ajedrez sólo toque una casilla
	
	
	



Recíprocamente, dada la lista de palabras, se pide escribir para cada una un acontecimiento que quede descrito por el adjetivo. También puede proponerse a cada pareja que haga grupos con vocablos sinónimos de la lista. Puede concebirse la tarea prescindiendo de la lista de palabras: cada pareja escribe los adjetivos que se le ocurren.


OBJETIVO: Analizar qué palabras relacionadas con el tema del azar les resultan familiares, conocidas, borrosas o absolutamente extrañas. Utilizar el diccionario. Investigar los preconceptos del alumno en el ámbito de lo probabilístico.

ACTIVIDAD A2: Cuantificando la probabilidad. Parte 1. Números “calificativos” (el puente “inconveniente”)


Completamos la tercera columna de la lista anterior: Asignemos ahora UN NÚMERO - NO UNA PALABRA- a cada suceso: un número gradual: del 0 al 10: 0 es imposible, 10 es seguro. ¿Ganamos en exactitud? ¿Somos más precisos? ¿Necesitamos los números decimales? ¿Mejor las fracciones?


OBJETIVO: Relacionar las palabras con los números. Primer acercamiento, sólo intuitivo, al cálculo de probabilidades.

ACTIVIDAD A3: Cuantificando la probabilidad. Parte 2. Predecible / no predecible. Calculable / no calculable.


[Esta actividad puede realizarse después de A.2 o cuando se haya adquirido cierta soltura en el cálculo sencillo de probabilidades de algunos sucesos elementales]


Seguimos trabajando en la tercera columna de la tabla: rodeamos los números que allí se han escrito con una circunferencia, cuadrado o triángulo, según el siguiente criterio:


En algunos casos, aunque en un único experimento no tengamos la certeza de lo que va a ocurrir, si la realizamos muchas veces abrigamos la esperanza, fundada, de que el número de éxitos se estabilizará alrededor de un porcentaje que podemos estimar sin experimentación previa.
En otros, vislumbramos que tal porcentaje de estabilización existe, pero no sabemos calcularlo.

En otros, en fin, casi estamos convencidos de que no hay forma de calcular ese porcentaje, o de que ni siquiera existe.

OBJETIVO: Intuir o reconocer los sucesos susceptibles de estudio probabilístico. Entrever la Ley de los Grandes Números. Reconocer nuestras limitaciones matemáticas.

B) OBSERVANDO

ACTIVIDAD B: Observando el entorno. Recogida de datos: análisis cualitativo. 


Por parejas, se realizan cuatro o cinco observaciones: en la calle, en casa, en el instituto. Elegiremos los acontecimientos de tal forma de que encajen en la tabla CASOS. [p1/A/W/Observaciones cotidianas] 

Tras la puesta en común de todos los datos, la organización y el recuento, se trata de abrir un debate cuyo objetivo es llegar a una clasificación de los casos parecida a la siguiente (o no). (Naturalmente, la nomenclatura del gráfico no será la misma):



OBJETIVO: Tomar datos y organizarlos. Reconocer situaciones deterministas y no-deterministas. Entre éstas, diferenciar las que son susceptibles de estudio probabilístico a priori. Relacionar la Probabilidad con la Estadística.

C) APOSTANDO (JUEGOS ESPECULATIVOS)


Apostar, ganar, perder, experiencias que atraen y excitan. Tanto, que hay religiones que las prohíben. Aprovecharemos este gancho para realizar una diagnosis de las ideas preconcebidas, algunas sensatas, otras viciadas, otras inescrutables, que residen en la mente de nuestros alumnos
. 


Para esta actividad se requiere la ayuda del ordenador [p2/0preideas], pues apostar en un casino real con ocho mesas de juego en tiempo lectivo
 puede resultar problemático y / o tedioso. Cada pareja comienza el juego con 50 bonus, cantidad que aumenta o disminuye en función del buen hacer de la pareja y de su suerte. Puesto que apostar sin esperanza de recompensa no suele resultar estimulante para la mayoría de los humanos, se establecerán tres premios, que pueden ser diplomas o camisetas con sus respectivos lemas y figuras:

Premio a la mayor puntuación: Herodoto: “… mientras que si un hombre actúa contrariamente al buen consejo, aunque por buena suerte consiga lo que tenía derecho a esperar, su decisión no era la acertada”.

Premio a los que mejor jugaron: Descartes: “Es una verdad cierta que, cuando no está en nuestra mano el determinar lo que es verdad, debemos seguir lo que es más probable. Pero no es racional que creamos que lo probable es verdadero, solamente es racional tener una creencia probable en ello o creerlo con preferencia a creencias alternativas”.

Premio a la pareja con peor suerte: Byron: “En el juego puedes escoger dos placeres: uno es ganar, el otro es perder”.


Al idear las distintas “mesas de juego” se trata de mezclar juegos de puro azar, como apostar por qué camino caerá una bola entre cuatro posibles simétricos, junto con otros que merezcan una reflexión a priorística, como éstos dos:

JUEGO C1: Perdigones.

DESCRIPCIÓN:

En una bolsa hay perdigones. Muchos perdigones. ¡10.000 perdigones! Unos son blancos y otros negros. Pero no hay la misma cantidad de cada clase. Hay más de unos que de otros. Pero tú no lo sabes. Puedes coger 10 y mirar su color. Luego, apuesta al color del próximo perdigón. Suerte.

JUEGO C4: 30 bolas

DESCRIPCIÓN:

En una bolsa hay 30 bolas: 15 son blancas y 15 negras. Saca primero 5, de una en una y al azar. No las devuelvas a la bolsa. Después, apuesta por el color de la bola que saldrá en sexto lugar. ¡SUERTE! Si aciertas, pasarás de pantalla, si no, deberás seguir apostando, y perdiendo BONUS, hasta que aciertes.

EL DEBATE 


Se preguntaba el matemático francés Henri Poincaré en su artículo El azar
: “El azar, siendo definido en la medida que puede serlo, ¿tiene un carácter objetivo? ”.

Algo que a nosotros también nos preocupa. ¿Existe la suerte? ¿Qué es la (buena / mala) suerte? ¿Puede cuantificarse la suerte?


Podemos trasladar nuestra inquietud al grupo y ver qué pasa. [p1/A/W/Cuantificar la suerte]
D) EXPERIMENTANDO / SIMULANDO / ¿CALCULANDO?

Por parejas (supongamos 12) se realizan diversos experimentos aleatorios en clase (v. g. tirar dos dados) [p1/A/W/Primeras estimaciones. Simulación], apuntando el número de éxitos de un suceso concreto (v. g. que la suma sea más de 8). Se rellena una tabla cuyo encabezado es:

	Suceso 

aleatorio
	P0
	nº de éxitos de 10
	P1  (%)
	Nº de éxitos de 120
	% de éxitos de 120
	P2
	P3 

ordenador
	P

formal


1. p0: intuición. Anotar un número (30%, 1/3, 3 de 10, etc.) antes de empezar a experimentar.

2. Resultado de realizar el experimento 10 veces, simulado (con cartas, dados, monedas, etc.) o no, dependiendo del experimento aleatorio.

3. p1: intuición refinada / revisada. Porcentaje esperado de éxitos estimado ahora, después de 10 experimentos.

4. A cada pareja se le asignará uno de los experimentos de la lista. Cada una deberá confeccionar, con los datos del resto de la clase, una tabla de frecuencias absolutas y porcentuales acumuladas: sobre 10 pruebas, 20, 30,..., hasta 120. 

5. Representar en papel milimetrado la tabla anterior: frecuencias relativas obtenidas en función del número de pruebas experimentadas. Dibujar el polígono de frecuencias, que suele ser una línea poligonal que tiende a estabilizarse.

6. p2: intuición robusta, tras acumular los resultados de 120 experimentos.

7. p3: intuición consistente, tras realizar 10 simulaciones del experimento en el ordenador (1000 veces cada simulación). [p1/A/E/Simulaciones.zip].
8. p formal. ¿Podemos calcular la probabilidad sin realizar ningún experimento? Introducción de distintos métodos:


- Método dinámico: Utilizar fichas. Mover, contar y comparar. Utilización de porcentajes y fracciones
.


- Diagrama de árbol.


- Tabla de doble entrada.


- Otros.

APLICACIÓN DE LA PROBABILIDAD

FERIAS, CONCURSOS Y OTRAS FULLERÍAS


Ciertamente no es la televisión un medio que requiera del espectador una actitud reflexiva ni concentrada. Al contrario; el televidente acude a la llamada de la pequeña pantalla más bien despreocupado y laxo. No obstante, el usuario atento puede encontrar a veces algún motivo de interés, de interés matemático (¡?).


Por ejemplo. En un concurso de sobremesa de la televisión española, Saber y ganar, la última prueba consistía en elegir una respuesta, entre cuatro posibles, a una pregunta casi siempre absolutamente peregrina. El concursante, por muchos conocimientos que albergara en su mollera, no solía tener la más remota idea y contestaba al azar o por intuición, como algunos de ellos confesaban. (Interesante tema la relación entre Azar e Intuición). Podían, no obstante, solicitar el auxilio del presentador y pedirle que les eliminara una o dos posibilidades. Pero las ayudas se pagan. Si acertaba entre cuatro ganaba 300 euros; 250 si entre tres, o 150 si se quedaba únicamente con dos posibilidades. En un caso de ignorancia completa, muda la intuición, ¿cuántas respuestas sería conveniente descartar?


He aquí un sencillo e interesante caso en el que subyace un importante concepto matemático: la esperanza matemática. Otras historias similares pueden llevarse al aula,  [p1/A/W/Esperanza matemática], eso sí, con el cuidado de evitar plantear explícitamente la pregunta directa Calcula la probabilidad de..., que suele desanimar y desconcertar. Mejor orientar el debate hacia el ¿Qué harías tú?, proponiendo la cuestión como un problema de toma de decisión. Ir más allá nos conducirá al ámbito concreto del cálculo, exigiéndonos estrategias más precisas que podremos o no tramitar, dependiendo del nivel en el que nos encontremos.

ANÁLISIS RIGUROSOS DE SITUACIONES REALES


Resulta entretenido e interesante, partiendo de situaciones aunque cercanas, más o menos ficticias, como son los juegos de apuestas, toma de decisiones en concursos, etc., trabajar la imaginación, contrastar la intuición con la experiencia y, a través de observaciones o simulaciones, o con razonamientos apriorísticos (diagramas de árbol, tablas de doble entrada u otros), llegar a conclusiones aceptables.


A veces la realidad no es un juego. Algunas situaciones (muchas), aparentemente complejas, exigen del profesional (médico, periodista, político, matemático, etc.) un análisis que, lamentablemente, a menudo se sustenta más en intuiciones falaces que en certezas confirmadas.


La pregunta aquí es pertinente: ¿Es posible proponer estos problemas complejos (o aparentemente complejos) en nuestras aulas? En caso afirmativo, ¿cómo? Esta es la idea:

1. Plantear el problema real, a ser posible no contado, esto es, presentando el recorte de prensa, o la página de internet, o la grabación de la televisión (más difícil de conseguir).

2. Investigar eventuales deficiencias en los análisis y/o en los resultados.

3. Idear un problema, análogo, más sencillo, e intentar resolverlo.

4. Trasladar los resultados a la situación real inicial.

PERDIENDO LA FE EN LOS MÉDICOS [fuente: internet] 
Una determinada enfermedad es padecida por una de cada mil personas. Existe una prueba para diagnosticarla que da falsos positivos en un cinco por ciento de los casos y ningún falso negativo. Si alguien se hace la prueba y resulta positiva, ¿cuál es la probabilidad de que padezca la enfermedad? [La mayoría de la gente responde que la probabilidad es del 95 por ciento. Esto fue lo que contestó la mitad del personal médico de un gran hospital de Estados Unidos. Sólo un quinto de ellos encontró la respuesta correcta: la probabilidad de que la persona padezca la enfermedad no llega al dos por ciento]

[No es complicado extrapolar la cuestión: caso de supuesto dopaje de un deportista, diagnosis de síndrome de Down, etc.]

PADRES MALTRATADORES [fuente: telediario de televisión española] Un hombre, no sabemos quién - pillamos la imagen fuera de contexto -, declara a las cámaras: “Tengamos en cuenta que sólo uno de cada diez padres que maltratan a sus hijos es padre no biológico”. Trabajando bajo la hipótesis de que el porcentaje de maltratadores es el mismo en la clase “biológico” como en la de “no-biológico” (lo que, naturalmente, no tiene por qué ser cierto), y que el 5% de los padres es no-biológico, se ve, con una tabla de doble entrada, que uno de cada veinte maltratadores debería pertenecer al conjunto de padre no-biológico.

 El problema “puente” más sencillo, aunque análogo, que nos permitiría acercarnos a los dos anteriores, resulta ciertamente menos interesante por inventado, incluso frívolo, comparado con ellos. Pero, desde su futilidad, sugiere y apunta la idea de probabilidad condicionada y el sutil resultado del teorema de Bayes. Podría ser algo así: 

LA FIESTA DE BLAS. En la fiesta de Blas hay 22 personas. 14 de ellas son chicas. De ellas, la mitad tiene novio y de los chicos, la cuarta parte no tiene pareja.

Imagínate que juegas a la gallina ciega con ellos. Tú llevas los ojos vendados. Debes agarrar a uno cualquiera y apostar: ¿Es chico o chica? Ya has cazado a uno. Te quitas la venda, ves que es chica, ¿qué es más probable, que tenga pareja o que no? 

COMUNIDADES ENFRENTADAS. El excelente divulgador de matemáticas J. A. Paulos propone en su libro Érase una vez un número un interesante ejercicio cuyo resultado puede desequilibrar más de un prejuicio inveterado. En Estados Unidos una persona entra en una sala donde hay 25 personas. ¿Cuál es la probabilidad de encontrarse con al menos una que sea racista contra negros y cuál la de encontrarse con una racista contra blancos? Simplificando el problema podemos suponer la población de ese país compuesta por un 83% de raza blanca y un 17% de raza negra. Admitiendo que en ambas razas existe el mismo porcentaje de racistas, pongamos un 10%, la probabilidad de encontrar un racista contra blancos es de un 35% y la de toparse con un racista en contra de la raza negra de un 89%. Jugando con las hipótesis puede trasladarse el problema a ámbitos más cercanos y sugestivos.

EL GATO DE MURPHY Y MIS CALCETINES. Nos encontramos a veces con individuos –cenizos, quejicas o paranoicos- convencidos de que siempre les pasa a ellos lo peor que les puede pasar, y se sienten profundamente desgraciados cuando el gato les birla del tendedor dos calcetines de los tres pares que había tendidos y dichos calcetines no forman parte del mismo par, quedándose de esta manera sólo con un par servible. No se dan cuenta de que lo que les ha ocurrido es lo más probable, un 80%, y por tanto no deberían enfadarse con los dioses ni con su destino.
Son muchas las situaciones reales que admiten o requieren un análisis riguroso no excesivamente complejo tras el cual se modifican creencias, se alteran convicciones, se refina el sentido común. Simplemente se trata de estar alerta para cazarlas, cocinarlas y servirlas calientes en la pizarra de la clase.

TU SALUD, LOS MEDIOS DE COMUNICACIÓN


Sin abandonar la línea del contexto anterior, abundamos en ella implicándonos un poco más: trataremos ahora de nuestra propia salud.


Televisión Española, Informe Semanal (habla un experto en tabaquismo): “En España, el 90% de las personas que tienen cáncer de pulmón son fumadoras”. Nos conformamos (y alarmamos) con el dato, a sabiendas de que, normalmente, a este medio no puede exigírsele más rigor; por ejemplo, cuántos hombres, cuántas mujeres; cuántos paquetes al día, etc. 


Algunos, acaso un poco desconfiados, creemos que los representantes de la administración tienden al alarmismo cuando tratan el tema de la droga, tanto la no legalizada como la de consumo autorizado. Tras la información del experto nos preguntamos: ¿Qué probabilidad tengo, siendo persona fumadora, de padecer un cáncer de pulmón?


Si venimos del contexto anterior quizá estemos familiarizados con las tablas de doble entrada, y enseguida nos percataremos de que nos faltan datos para resolver este problema (vital, nunca mejor dicho, en este caso).


Primero: ¿Qué porcentaje de fumadores hay en España? En el año 1996, 47,2% de hombres y 27,2 de mujeres, según fuentes de la OMS.


Segundo: ¿Cuánta gente padece en España cáncer de pulmón? Buscando en internet pronto encontramos la página adecuada: un 75 por mil de hombres. En la categoría de mujeres, la curva no está estabilizada, y crece como crece el porcentaje de fumadoras. Habrá que esperar algunos años para poder investigar de forma rigurosa la correlación entre cáncer y tabaquismo en el grupo de las mujeres. Estudiaremos sólo el caso de los hombres.


Ya estamos en disposición de contestarnos la pregunta inicial: Si yo soy fumador en España, ¿qué probabilidad tengo de sufrir cáncer de pulmón? [p1/A/E/ARSR] Respuesta: un 14,3 %. Es decir, siendo fumador español, duplico la probabilidad de tener cáncer. Cada cual establezca sus conclusiones.


Sin abandonar el género podemos encontrar en los medios de comunicación abundantes estadísticas que nos animan a usar el cinturón de seguridad. Aunque en las razones de peso que esgrime el Diario de Teruel parece que los números no casan muy bien.

LA HISTORIA [p1/A/W/Historia]

La voluntad de muchos profesores de llevar al aula la historia de las matemáticas casi siempre se queda en eso, mera voluntad, o, en el mejor de los casos, en un rosario de anécdotas más o menos interesantes o divertidas de los actores principales [p1/A/W/Personajes]. Episodios apasionantes como el desconsuelo de los pitagóricos al percibir la inconmensurabilidad de la diagonal de un cuadrado con su lado, el triángulo poco amoroso Tartaglia – cúbica - Cardano, la agria controversia por la prioridad en la invención del cálculo infinitesimal entre Newton y Leibniz o la romántica muerte del joven Galois suelen dejar un poso en los alumnos no muy profundo: Pitágoras era un vegetariano de generosas barbas y blanca túnica, Tartaglia tartamudo, Cardano un médico ludópata, Newton un extraño misógino con la costumbre de sestear bajo manzanos, Leibniz un elegante filósofo y Galois un arrebatado revolucionario que murió sin poder publicar su obra. Poco más. Los resultados pueden parecer escasos o loables, dependiendo de las pretensiones de cada profesor, pero casi siempre, reconozcámoslo, exentos de carga matemática. En muchos casos, al alumno le falta información matemática para conseguir una visión relativamente amplia del problema. Es difícil.


Sin embargo el tratamiento del Azar nos propone un campo en el que esta tarea resulta más asequible. Varias son las causas que a ello contribuyen. El juego como arranque de la creación (relativamente reciente) del Cálculo de Probabilidades, la sencillez de los enunciados de los problemas que aquí se tratan, muchos de ellos exentos (en el enunciado) de nomenclatura específicamente matemática y el profundo arraigo del juego en todas las sociedades (pasadas y actuales) hacen, entre otros motivos, que esta rama de las matemáticas se nos antoje susceptible de ser tratada en clase desde una perspectiva histórica.


La línea de actuación no es única. Ahí va una posible, expuesta de forma esquemática:


1. UNA HISTORIA: LOS ORÍGENES. [p1/A/E/Méré.zip],
El caballero de Méré era un vividor francés del siglo XVII que amasó  una fortuna no despreciable apostando a obtener un seis (al menos un seis) en cuatro lanzamientos de un dado. Sea por aburrimiento o porque ya nadie quería jugar con (contra) él, cambió de apuesta: sacar un doble seis en veinticuatro lanzamientos con dos dados. El gentleman jugador pensó que las ganancias en este caso serían equivalentes a las del primero, pero la experiencia se encargó de demostrarle lo contrario, provocándole la ruina impensada. El tipo escribió demandando explicación de su infortunio a su amigo Pascal. Éste se carteó a su vez con Fermat. Cada uno por su parte solucionó éste y otros problemas de Méré, dando así origen a la Teoría de la Probabilidad.

[Moraleja: si el caballero hubiese escrito a Pascal antes de sufrir la dolorosa experiencia de perder, no se habría arruinado. El cálculo de probabilidades resulta esencialmente útil cuando se aplica a priori]

2. LOS GENIOS TAMBIÉN SE EQUIVOCAN.

Es interesante constatar que hasta los grandes pensadores han incurrido a veces en errores que nosotros mismos podemos detectar.

Dos jugadores están jugando a un juego honesto. Se han puesto de acuerdo hasta que uno de ellos haya ganado seis juegos. El juego se detiene no obstante cuando uno de ellos ha ganado cinco juegos y el otro tres. ¿Cómo deben dividirse las apuestas? [Propuesto por Fibonacci en su “Liber Abaci”] . [p1/A/W/Luca]
Luca Pacioli consideraba que la repartición debía realizarse en proporción 5 a 3.

D´Alambert pensaba que, al tirar una moneda dos veces, la probabilidad de obtener, por lo menos, una cara era de 2/3 y no de 3/4.

3. ADAPTACIONES.  [p1/A/W/Bufon],
El problema de la aguja de Bufon, el hombre que consideraba 1/10.000 como límite más allá del cual la probabilidad es despreciable, puede contarse y comentarse, pero no resolverse en clase. Sin embargo, vale idearse adaptaciones del tipo: Tirar una moneda sobre un tablero de ajedrez. ¿Toca contorno de cuadrado? Se trabaja así en el ámbito geométrico e, incluso, en cursos elevados y con ayuda del ordenador, puede comentarse el Método de Montecarlo.

4. YINKANA DE PERSONAJES.

A partir de las actividades anteriores proponer un trabajo en grupos: una investigación (utilizando enciclopedias, libros de texto o internet) de los personajes que van apareciendo. Para que la actividad no resulte tediosa, se lanzan unas cuestiones iniciales que cada grupo debe intentar responder. Serían del tipo: ¿Cuáles de los personajes no era matemático profesional? ¿Cuál de ellos introdujo el sistema de numeración actual? Explica algún sistema de numeración distinto al decimal. Compáralos: ventajas e inconvenientes de uno y otro. ¿Quién colaboró en la publicación de la Enciclopedia? ¿Qué era la Enciclopedia? ¿A qué se dedicó Pascal los últimos años de su vida? ¿Qué se entiende como la apuesta de Pascal? Etc.


5. LOS JUEGOS QUE EN EL MUNDO HAN SIDO.

Cada grupo se encarga del estudio de un juego clásico: origen, reglas, desarrollo, etc. Ejemplo: dados, taba, loterías, naipes, carreras de caballos, seguros de vida (?), ruleta, póker, blackjack, backgammon, otros juegos de azar de ámbito local (preguntar a los abuelos), etc


LOS JUEGOS (JUEGOS MANIPULATIVOS)


Son muchos los autores que defienden los juegos como parte de la esencia de la investigación matemática y los reivindican como sugestivo recurso en su aprendizaje. Miguel de Guzmán, por ejemplo: “El juego está en el origen de una gran parte de la matemática. Si los matemáticos de todos los tiempos se lo han pasado tan bien jugando, ¿por qué no tratar de aprenderla y comunicarla a través del juego?”. Bien es verdad que practicar un juego en clase de matemáticas no es quehacer voluntario y pierde parte de su idiosincrasia, contraviniendo así la máxima del escritor Mark Twain, “El trabajo es todo aquello que una persona está obligada a hacer, y el juego todo a lo que no está obligado”, pero merece la pena intentarlo. También hemos de tener en cuenta que no todos los juegos divierten a todos. Los que utilicemos en clase han de divertir, puesto que, como apuntan Krulik y Rudnick, “Las habilidades adquiridas en condiciones divertidas se retienen por períodos más largos que las que se adquieren por imposición o en condiciones adversas”.


Además de los juegos de azar clásicos y conocidos, podemos idear otros para la clase de matemáticas. Suelen ser juegos del tipo pura estrategia, esto es, aquéllos para los que existe una táctica con la que se gana siempre (o, al menos, no se pierde). Su análisis es muy interesante en cuanto que requiere diversos sistemas de pensamiento (geométricos, lógicos, de razonamiento regresivo, etc.) Otros son del tipo mixto estrategia-azar, tales como el buscaminas, cualquier solitario de cartas y muchos más. Alguno de estos puede verse en [p2/Juegos de probabilidad.zip].

Los que aquí interesan son del tipo puro azar. Puesto que en estos casos el protagonismo de los jugadores se reduce a tirar una moneda o un dado, el quid de la cuestión reside en analizar antes de jugar cuál de los personajes del juego tiene más fácil ganar, cuantificando si se cree conveniente la probabilidad de éxito de cada uno, lo que exige negociar la cuantía de la apuesta de cada jugador si se pretende que el juego sea justo.


Se trata así de idear grafos por los que los personajes se mueven simultáneamente al son del cara y cruz de sus monedas.


Pueden ser muy sencillos, de un solo jugador, o más complejos (no de jugar, sólo de analizar), en los que dos jugadores lanzan simultáneamente dos monedas, moviéndose por la estructura hasta que se encuentran (hay caza) o no. 

Evidentemente, el trabajo con contextos no agota el aprendizaje de las matemáticas. Sin caer en el radical lema de Hardy
 de que sólo son bellas las matemáticas que no sirven para nada, reconoceremos que existen infinidad de inquietantes temas matemáticos muy lejos de ser tratados en un contexto real
. Lo que aquí se ha intentado es mostrar que el aprendizaje de las matemáticas, de la probabilidad en este caso, a partir de contextos merece figurar como un organizador más del currículum. Se brinda así una oportunidad al alumno para que acceda a reinventarla y posteriormente aplicarla a otras parcelas del conocimiento, ya sea con carácter instrumental o meramente especulativo.
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� Ver su artículo en el número 12 de la revista Uno, Las matemáticas en la vida cotidiana y la vida cotidiana en las matemáticas.


� Una adaptación a la clase de matemáticas del problema generado tras el sorteo realizado por el ejército español para obtener los excedentes de cupo del año 1998 puede encontrarse en el número 27 de la revista SUMA, en el artículo de Miguel Barreras Números insumisos. El ejército en el aula. También en [p1/A/W/Números insumisos].


� Marcellán Bueno, R., Análisis probabilístico del sorteo de los excedentes de cupo. ¿Fue justo el proceso en su conjunto?, en SUMA, 27.


� Un estudio comparativo de los cuatro juegos de azar más practicados en España puede verse en [p1/A/W/Hagan juego].


� Desde el punto de vista matemático, no desde el emocional, desde luego, es absurdo preguntarse si la LP es más “rentable” que la ONCE. Lo más rentable es, sin duda, no jugar.


� Es el caso de los timos. Ver Tragasuertes y El juego de las tres nueces en Paradojas ¡ajá!, de Gardner.


� Para chicos y chicas pequeños (últimos cursos de primaria) puede adaptarse esta actividad cambiando frases por dibujos en los que puedan observarse situaciones susceptibles de ser calificadas desde el punto de vista probabilístico: un hombre porta paraguas, pero luce el sol; un gato persigue a un ratón, etc.


� En la página  � HYPERLINK "http://www.ugr.es/local/batanero" ��www.ugr.es/local/batanero� puede encontrarse un artículo de Cañizares y Batanero al respecto de las ideas preconcebidas de los alumnos en el campo de la probabilidad, Creencias subjetivas en la comparación de probabilidades. 


� Esta actividad, con algunas variaciones, ha sido realizada en un colegio de Pamplona, con padres y alumnos, un día de convivencia en el centro.


� Ver El azar, por Henri Poicaré en SIGMA, El mundo de las matemáticas (vol III), de James R. Newman.


� Para ver un desarrollo más pormenorizado de la actividad, ver [p1/A/W/Una experiencia en clase]


� Puede ser un momento apropiado para progresar en los conceptos de porcentaje y de fracción, del cálculo del porcentaje y del porcentaje de un porcentaje así como el concepto y el cálculo de multiplicación de fracciones.  [p1/A/W/Partes de un todo], [p1/A/W/Porcentaje de un porcentaje]


� Para una análisis matemático de Perdiendo la fe en los médicos, El gato... y La fiesta de Blas, ver [p1/A/W/ARSR], y para el estudio de Padres maltratadores, Comunidades enfrentadas y Tu salud..., con cambios de parámetros iniciales, la hoja de cálculo [p1/A/E/ARSR]


� “Si la gente utilizara de manera habitual una sencillísima idea procedente de la estadística, avanzaría mucho [...] en la consolidación de un enfoque más crítico [...]. La idea es una tabla de las llamadas de dos por dos [...], tan elemental que podría enseñarse a los niños pequeños y a los políticos profesionales”. Érase una vez un número. J. A. Paulos.


� ”. S. Krulik; J.A. Rudnick (1897). “Problem solving. A handbook for teachers”. Boston, Allyn and Bacon.


� Algunos de estos juegos y otros parecidos pueden verse en [p1/A/W/Juegos con grafos].


� Ver Apología de un matemático, de G. H. Ardí, en Epistemé/1.


� Ver, en el capítulo cuatro, Probabilidad, de Paradojas, ¡ajá! de Martín Gardner, El juego del billetero y La paradoja del ascensor.
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